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Re´sume´
Dans ce travail, nous e´tudions la propagation des ondes planes dans des
stratifie´s a` phases pie´zo-magne´tique et pie´zo-e´lectrique. Ce type de compos-
ite a` l’avantage de posse´der le couplage magne´tique e´lectrique meˆme si cha-
cune des phases prise se´pare´ment n’a pas cette proprie´te´. On rappelle tout
d’abord les e´quations des ondes e´lastiques dans le milieu homoge`ne ”´equiva-
lent” obtenues a` partir de la me´thode a` double e´chelles, plus pre´cise´ment la
me´thode d’homoge´ne´isation pe´riodique. La longueur d’onde e´tant suppose´e tre`s
supe´rieure a` la distance entre deux couches successives.
Nous e´tudions ensuite la propagation des ondes planes dans un e´chantillon sup-
pose´ infiniment long suivant la direction des stratifie´s et en imposant des con-
ditions aux limites de bords libres sur ses faces supe´rieures et infe´rieures. Nous
nous inte´ressons plus particulie`rement aux courbes de dispersion en fonction des
proportions des mate´riaux constitutifs. Nous calculons les modes de propagation
et nous analysons leur nature en comparant les diffe´rentes e´nergies : e´lastique,
e´lectrique, magne´tique en fonction du nombre d’onde longitudinale.
Abstract In this paper, a study of plane waves propagating in stratified
material consisting of piezo magnetic and piezo electric layers, is presented.
This kind of composite possesses a magneto electric coupling which does not
exist in each layer. Studies about propagation in electric/metallic composite
stratified medium (1) and in a piezo electric/ piezo magnetic bilayer have been
published (2). Nevertheless, the study proposed in this paper has never been
published to the best of our knowledge. We present a method that allows
for deriving the coupling tensor between electric field and magnetic field in
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the homogeneized piezo magnetic/ piezo electric stratified medium. In the first
section, the equations of propagation in the equivalent homogeneous medium are
derived by using a double scale method based on the periodical homogeneization.
The considered wave length is much larger than the spatial period. In the second
section, the propagation of plane waves in a slab stratified along one in-plane
direction, with free surfaces is studied. The influence of the ratio between the
two components, on the dispersion law is presented. Propagating waves are
derived and their nature is analyzed by comparing the electric, magnetic and
elastic energies as a function of the longitudinal wave number.
Mots clefs : Mate´riaux Pie´zoe´le´ctriques et Pie´zomagne´tiques, Cou-
plage, Stratifie´, Homoge´ne´isation, Propagation d’ondes planes, Re-
lation de dispersion.
1 Introduction
Les travaux sur les mate´riaux piezoe´lee´ctriques et les mate´riaux pie´zomagne-
tiques se sont conside´rablement multilplie´s au cours des deux dernie`res de´ce´nies
[2],[6]. En couplant ces proprie´te´s, un champ magne´tique peut eˆtre cre´e´ dans
un mate´riau composite a` partir d’un champ e´lectrique et vice versa. Les com-
posites a` phases ferroe´lectriques et phases ferromagne´tiques, peuvent ge´ne´rer
des re´ponses magne´to-e´lectriques, ce qui permet d’avoir d’importantes appli-
cations technologiques, comme par exemple: le stockage de l’information, les
actionneurs et les capteurs de champ magne´tique pour le traitement du signal
H.F. Dans cet article, nous e´tudions la propagation des ondes longitudinales
dans un stratifie´ compose´ de couches pie´zo-e´lectriques et de couches pie´zo-
magne´tiques. Nous donnons les expressions des coefficients effectifs : e´lastiques,
pie´zo-e´lectriques et pie´zo-magne´tiques et e´lectrique-magne´tique, pour un strat-
ifie´ obtenus a` partir de la me´thode d’homoge´ne´isation pe´riodique cf. [4], [5],
[1] afin d’obtenir les lois de comportement pour le milieu homoge`ne e´quivalent.
Nous re´solvons ensuite, le proble`me e´lastodynamique qui gouverne le champ de
de´placement me´canique et les proble`mes qui gouvernent le champ magne´tique
H et le champ e´lectrique E dans l’objectif d’obtenir les e´quations de disper-
sion pour ces milieux [2]. Enfin, nous re´solvons nume´riquement, les e´quations
obtenues en nous inte´ressant en particulier aux mate´riaux BaTiO3 et CoFe2O4.
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2 Les e´quations de base pour les mate´riaux pie´zo-
e´lectrique et pie´zo-magne´tique en re´gime dynamique
Les e´quations de l’e´lastodynamique ainsi que les e´quations de Maxwell se re´-
duisent a` :
∂σij
∂xj
= ρ
∂2ui
∂t2
,
∂Dj
∂xj
= 0,
∂Bj
∂xj
= 0, dans Ω (1)
ou` ρ est la masse volumique du mate´riau, (σij), (i, j = 1, 2, 3) sont les com-
posantes du tenseur de contrainte σ, (ui) (i = 1, 2, 3), Di (i = 1, 2, 3), Bi (i =
1, 2, 3) de´signent les composantes des champs de de´placements me´canique u,
e´lectrique D et induction magne´tique B respectivement. Dans les e´quations
(1), la convention usuelle de sommation sur les indices re´pe´te´s est applique´e.
Le composite conside´re´ posse´de un comportement suppose´ e´lastique line´aire et
un couplage entre les champs me´canique-e´lectrique (pie´zo-e´lectrique) et un cou-
plage entre les champs me´canique-magne´tique (pie´zo-magne´tique). En utilisant,
la notation compacte (ou de Voigt), les lois de comportement microscopiques
s’e´crivent dans ce cas : σD
B
 =
C −eT −qTe κ α
q αT µ
 εE
H
 (2)
ou` ε, E et H repre´sentent le tenseur (du second ordre) de de´formation line´arise´,
le champ e´lectrique et le champ magne´tique respectivement. C, e, q et α sont
les tenseurs e´lastique, pie´zo-e´lectrique, pie´zo-magne´tique et magne´to-e´lectrique,
respectivement; κ, µ sont les tenseurs die´lectrique, et permuabilite´ magne´tique
respectivement. Les tenseurs C, e, q, α, κ et µ peuvent eˆtre identifie´s a` des
matrices (6 × 6), (3 × 6), (3 × 6), (3 × 3), (3 × 3) et (3 × 3) respectivement.
Nous supposons que les coefficients de ces tenseurs admettent les proprie´te´s de
syme´trie usuelles :
Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij , ekij = ekji, qkij = qkji, κij = κji, µij = µji,
ainsi que les conditions de positivite´.
Dans cette e´tude, on se place dans le cadre de petites de´formations si bien que
le tenseur de de´formation line´arise´ est lie´ au champ de de´placement u par la
relation :
ε =
1
2
(∇u+∇uT ) (3)
D’autre part, on suppose l’existence de deux potentiels appele´s potentiel e´lec-
trique et potentiel magne´tique lie´s respectivement a` E et H par les relations
suivantes :
E = −∇φ H = −∇υ (4)
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Dans chacune des deux phases : phase pie´zo-e´lectrique et phase pie´zo-magnetique,
la loi de comportement se de´duit de (2) en annulant les termes de couplage
repre´sente´s par les tenseurs q et e respectivement. En conse´quence, dans la
phase pie´zo-e´lectrique q = 0 et α = 0, alors que dans la phase pie´zo-magne´tique
e = 0 et α = 0.
Figure 1: Stratifie´ a` phase pie´zo-e´lectrique et a` phase pie´zo-magne´tique
3 Me´thode d’homoge´ne´isation pe´riodique applique´e aux
stratifie´s a` phases pie´zo-magne´tique et pie´zo-e´lectrique.
Pour e´tablir les lois de comportement homoge´ne´ise´es, l’approche utilise´e est
l’homoge´ne´isation des milieux pe´riodiques. Chaque couche est suppose´e ho-
moge`ne piezo-e´lectrique ou pie´zo-magne´tique. L’e´paisseur des couches est sup-
pose´e petite devant les dimensions de l’e´chantillon. Plus pre´cise´ment, si d
de´signe l’e´paisseur d’une couche, D une dimension caracte´ristique de l’e´chantillon
e´tudie´ et  = d/D le rapport de ces longueurs, alors  est petit devant l’unite´.
Il existe donc deux e´chelles de grandeur associe´es aux dimensions d et D :
Celle lie´e aux dimensions de la structure et pour laquelle l’e´paisseur d’un stratifie´
est petite, est qualifie´e d’e´chelle macroscopique. Un point est repe´re´ a` l’e´chelle
macroscopique par ses coordonne´es macroscopiques x.
Celle lie´e aux dimensions des couches, est qualifie´e d’e´chelle microscopique. A
cette e´chelle, un point est repe´re´ par sa coordonne´e microscopique y1 = x1/.
Nous pouvons prendre par exemple, comme pe´riode repre´sentative du stratifie´
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l’intervalle Y = −]1/2, 1/2[ paralle`le a` l’axe e1 (Figure(2)), appele´ e´galement
volume e´le´mentaire repre´sentative (V.E.R.). L’e´chelle associe´e a` Y est note´e y1.
Les lois de comportement, a` l’e´chelle microscopique, sont uniquement fonction
de y1, Y-pe´riodiques et constants par morceaux. En notant η la fraction vo-
lumique de mate´riau pie´zo-e´lectrique. Les lois de comportement du mate´riau
dans le V.E.R. Y s’e´crivent :
∀ y3 ∈]− η/2, η/2[
σ = Cε− eTE, D = eε+ κE, B = µH.
∀ y3 ∈]− 1/2,−η/2[∪]η/2, 1/2[
σ = Cε− qTH, D = κE, B = qε+ µH.
(5)
Les couches sont suppose´es parfaitement colle´es entre elles ce qui se traduit a`
l’e´chelle macroscopique par la continuite´ du champ de de´placement me´canique,
du vecteur contrainte et des potentiels φ et υ aux interfaces situe´es entre deux
couches conse´cutives.
3.1 Analyse asymptotique des champs me´canique, e´lectrique et
magne´tique
Pour calculer les champs me´canique, e´lectrique et magne´tique dans le compos-
ite, on tire parti de l’existence d’un petit parame`re  dans la formulation du
proble`me. Le proble`me est alors de trouver les limites de ces champs lorsque
 tend vers ze´ro. Nous utilisons pour cela la technique des de´veloppements
asymptotiques a` deux e´chelles [4], [5].
3.2 Le mate´riau homoge`ne e´quivalent
3.2.1 Expressions des coefficients effectifs pour un stratifie´ pie´zo-magne´tique
pie´zo-e´lectrique
Les proprie´te´s effectives du composite sont de´finies comme les relations entre
les moyennes, dans le V.E.R. Y, des champs e´lectrique magne´tique et de con-
trainte aux moyennes des champs de de´formation, de de´placement e´lectrique et
induction magne´tique. La moyenne dans le V.E.R. est de´finie par
< Φ(x, y1) >=
∫ 1/2
−1/2
Φ(x, y1)dy1.
Par passage aux moyennes sur la cellule de base, nous pouvons obtenir di-
rectement la loi de comportement homoge´ne´ise´. L’application de la me´thode
d’homoge´ne´isation pe´riodioque, conduit aux valeurs suivantes des coefficients
effectifs du mate´riau homoge`ne e´quivalent [?], [6] :
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C∗11 =
1
〈1/C11〉 , C
∗
13 =
〈C13/C11〉
〈1/C11〉 , C
∗
33 = 〈C33〉+ 〈C13/C11〉
2
〈1/C11〉 −
〈
C213
C11
〉
, C∗55 =
∆11
∆
e∗31 =
〈e31/C11〉
〈1/C11〉 , e
∗
33 = 〈e33〉+ 〈e31/C11〉.〈C31/C11〉〈1/C11〉 −
〈
C31.e31
C11
〉
, e∗15 =
∆12
∆
q∗31 =
〈q31/C11〉
〈1/C11〉 , q
∗
33 = 〈q33〉+ 〈q31/C11〉.〈C31/C11〉〈1/C11〉 −
〈
C31.q31
C11
〉
, q∗15 =
∆31
∆
κ∗11 = −∆22∆ , κ∗33 = 〈κ33〉 − 〈e31/C11〉
2
〈1/C11〉 +
〈
e231/C11
〉
µ∗11 = −∆33∆ , µ∗33 = 〈µ33〉+
〈
q231/C11
〉− 〈q31/C11〉2〈1/C11〉
α∗11 = −∆32∆ , α∗33 =
〈
e31q31
C11
〉
− 〈q31/C11〉.〈e31/C11〉〈1/C11〉
ou` ∆, ∆ij de´signent respectivement le de´terminant et la matrice des co-facteurs
obtenue en e´liminant la ligne i et la colonne j de la matrice A de´finie par :
A =

〈
1
G
〉 〈
e15
Gκ11
〉 〈
q15
Gµ11
〉
〈
e15
Gκ11
〉 〈
e215
Gκ211
− 1κ11
〉 〈
e15q15
Gκ11µ11
〉
〈
q15
Gµ11
〉 〈
e15q15
Gκ11µ11
〉 〈
q215
Gµ211
− 1
µ11
〉

ou` G = C55 +
e215
κ11
+
q215
µ11
.
Remarque
Meˆme si le couplage e´lectrique-mage´ntique α est inexistant a` l’e´chelle micro-
scopique, dans chacune des phases pie´zo-e´lectrique et pie´zo-magne´tique du V.E.R.,
le milieu homoge`ne e´quivalent posse`de ce couplage.
3.2.2 Equations de mouvement et de Maxwell dans le milieu homoge`ne ”´equiv-
alent”
Les premiers termes u0(x), φ0(x), υ0(x) des de´veloppements asymptotiques,
sont solutions des e´quations de mouvement et des e´quations de Maxwell pose´es
dans le milieu homoge`ne e´quivalent. Nous allons e´tudier dans cette section
la propagation d’ondes planes dans ce milieu. Nous omettons par la suite
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l’exposant 0 pour les premiers termes des de´veloppements :
c∗11u1,x1x1 + (c
∗
13 + c
∗
55)u3,x1x3 + (e
∗
31 + e
∗
15)φ,x1x3 + (q
∗
31 + q
∗
15)υ,x1x3+
c∗55u1,x3x3 = ρ
∗ ∂
2u1
∂t2
c∗55u3,x1x1 + c
∗
33u3,x3x3 + (c
∗
55 + c
∗
31)u1,x1x3 + e
∗
15φ,x1x1 + e
∗
33φ,x3x3+
q∗15υ,x1x1 + q
∗
33υ,x3x3 = ρ
∗ ∂
2u3
∂t2
e∗15u3,x1x1 + e
∗
33u3,x3x3 + (e
∗
15 + e
∗
31)u1,x1x3 − κ∗11φ,x1x1 − κ∗33φ,x3x3−
α∗11υ,x1x1 − α∗33υ,x3x3 = 0
q∗15u3,x1x1 + q
∗
33u3,x3x3 + (q
∗
15 + q
∗
31)u1,x1x3 − α∗11φ,x1x1 − α∗33φ,x3x3−
µ∗11υ,x1x1 − µ∗33υ,x3x3 = 0
(6)
Sur les surfaces supe´rieure et infe´rieure situe´es respectivement en x3 = h et
x3 = −h, on impose des conditions aux limites me´canique, e´lectrique et magne´-
tique. Nous supposons que ces surfaces sont libres de contrainte σ.n = 0 et que
les composantes normales de D et de B sont nulles. Le report des de´veloppe-
ments asymptotiques des contraintes dans les conditions aux limites conduit a`
des conditions aux limites aux premiers ordre en . Ensuite, par passage a` la
moyenne, nous obtenons les conditions aux limites macroscopique au premier
ordre.
4 Me´thode de re´solution
Conside´rons une solution des e´quations (6) sous la forme :
u1 = U1 exp(i(K1x1 +K3x3 − ωt)), u3 = U3 exp(i(K1x1 +K3x3 − ωt))
ϕ = φ exp(i(K1x1 +K3x3 − ωt)), υ = υ exp(i(K1x1 +K3x3 − ωt))
(7)
ou`K1,K3 sont les composantes des vecteurs d’ondes dans les directions x1, x3 re-
spectivement, ω est la pulsation et U1, U3, ϕ, υ sont trois constantes qui repre´sen-
tent les amplitudes des ondes. Injectons (7) dans (6), nous obtenons un syste`me
d’e´quations homoge`nes pour les 4 constantes U1, U3, φ, υ. Sous forme matricielle
le syste`me d’e´quation obtenu s’e´crit :
[M ] [A] = 0, ou` [A] = (U1 U3 ϕ υ)
T (8)
22e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Lyon, 24 au 28 Aouˆt 2015
et ou`
[M ] =

c∗11K
2
1 + c
∗
55K
2
3 − ρ∗ω2 (c∗13 + c∗55)K1K3 (e∗31 + e∗15)K1K3 (q∗31 + q∗15)K1K3
(c∗13 + c
∗
55)K1K3 c
∗
55K
2
1 + c
∗
33K
2
3 − ρ∗ω2 e∗15K21 + e∗33K23 q∗15K21 + q∗33K23
(e∗31 + e
∗
15)K1K3 e
∗
15K
2
1 + e
∗
33K
2
3 −κ∗11K21 − κ∗33K23 −α∗11K21 − α∗33K23
(q∗31 + q
∗
15)K1K3 q
∗
15K
2
1 + q
∗
33K
2
3 −α∗11K21 − α∗33K23 −µ∗11K21 − µ∗33K23

(9)
Le syste`me line´aire alge´brique ci-dessus (9) aura une solution non triviale si le
de´terminant des coefficients du syste`me est nul :
Det(M) = 0 (10)
Nous obtenons ainsi une e´quation quadratique en K23 d’ordre 4. Pour une valeur
de ω et une valeur de K1h donne´es, l’e´quation (10) admet en ge´ne´ral 4 racines
distinctes de K23 . La solution syme´trique peut donc s’e´crire [3] :
u1 =
4∑
q=1
U1q sin(K1x1) cos(K3qx3) exp(−iωt)
u3 =
4∑
q=1
U3qcos(K1x1) sin(K3qx3) exp(−iωt)
φ =
4∑
q=1
Φq cos(K1x1) sin(K3qx3) exp(−iωt)
υ =
4∑
q=1
Υq cos(K1x1) sin(K3qx3) exp(−iωt)
(11)
Pour chaque valeur de K3, on peut exprimer les coefficients U3q, Φq, Υq en
fonction de U1q. Les conditions de passage constituent un syste`me line´aire
homoge`ne qui n’admet de solution non triviale que s’il n’est pas inversible :
Det(D) = 0 (12)
avec
D1q = c
∗
31K1 + c
∗
33K3qVq + e
∗
33K3qWq + q
∗
33K3qZq
D2q = −(c∗55K3q + c∗55K1Vq + e∗15K1Wq + q∗15K1Zq)
D3q = e
∗
31K1 + e
∗
33K3qVq − κ∗33K3qWq − α∗33K3qZq
D4q = q
∗
31K1 + q
∗
33K3qVq − µ∗33K3qZq − α∗33K3qWq
(13)
La relation (12) constitue l’e´quation de dispersion pour les ondes e´lastique,
e´lectrique et magne´tique. Sa solution ne peut pas eˆtre obtenue analytiquement.
Un code de calcul a e´te´ de´veloppe´ afin d’obtenir des courbes de dispersion pour
le composite.
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5 Re´sultats nume´riques
Nous avons conside´re´ 2 mate´riaux BaTiO3 et CoFe2O4 : [2]
Parame`tre BaTiO3 (phase pie´zo-e´lectrique) CoFe2O4 (phase pie´zo-magne´tique)
ρ(kg/m3) 5.3× 103 5.8× 103
C11(Pa) 166× 109 286× 109
C33(Pa) 162× 109 269.5× 109
C13(Pa) 78× 109 170.5× 109
C55(Pa) 43× 109 45.3× 109
e33(C/m
2) 18.6
e31(C/m
2) −4.4
e15(C/m
2) 11.6
q33(N/Am) 699.7
q31(N/Am) 580.3
q15(N/Am) 550
κ11(F/m) 11.2× 10−9 0.08× 10−9
κ33(F/m) 12.6× 10−9 0.093× 10−9
µ11(Ns
2/C2) 5× 10−6 157× 10−6
µ33(Ns
2/C2) 10× 10−6 157× 10−6
Table 1. Les constantes mate´riaux pour le composite piezo-magne´tique CoFe2O4 piezo-electrique BaTiO3.
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Figure 2: Courbe de dispersion pour une fraction volumique =0.4
Pour les modes repre´sente´s sur la figure 2, l’e´nergie e´lastique est largement
pre´ponderante. Les courbes de dispersion peuvent donc s’interpre´ter en consid-
e´rant qu’il s’agit de modes essentiellement e´lastiques couple´s par les effets piezo
e´lectrique et piezo magne´tique. Sche´matiquement, il existe un mode e´lastique
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dont la fre´quence varie line´airement avec le nombre d’onde K1 et des modes
e´lastiques dont la fre´quence en de´pend peu. Les couplages empeˆchent les croise-
ments des courbes de dispersion. Le mode e´lastique qui varie line´airement avec
K1 est le mode longitudinal dans la direction 1. Les modes e´lastiques inde´pen-
dant de K1 sont les modes transverses stationnaires dans la direction 3.
6 Conclusion
Dans ce travail, nous avons e´tudie´ la propagation des ondes planes dans les
composites a` phases pie´zo-e´lectrique et pie´zo-magne´tique. Dans un premier lieu,
nous avons donne´ les coefficients effectifs dans le mate´riau homoge`ne e´quivalent.
Ensuite, nous avons calcule´ nume´riquement les courbes de dispersion pour ces
milieux. En notant K1 le composante d’ondes dans la direction x1 (suivant la
direction du stratifie´), K3 le composante du vecteur d’ondes dans la direction
x3, ω la fre´quence angulaire et 2h l’e´paisseur de mate´riau. Nous avons trace´
K1h en fonction de ωh et montre´ en calculant les e´nergies e´lastique, e´lectrique et
magne´tique que les modes repre´sente´s sont essentiellement des modes e´lastiques
couple´s par les effets pie´zo e´lectrique et pie´zo magne´tique : il s’agit du mode
longitudinal dans la direction 1 et des modes transverses stationnaires dans la
direction 3.
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